


Was ist der t-Test?

Abb. 3.6 . Stichprobenkennwerte-
verteilung von Mittelwertsdifferenzen
unter der Annahme der Hg mit

&5 5, =0,737

X=X

t-Werte sind die standardisierten
Differenzen der Stichprobenmittelwerte.
Die Wahrscheinlichkeit eines t-Werts ist
Uber die t-Verteilung bestimmbar.

Allgemeine Definition des t-Werts

50

Ein Beispiel aus dem Gedéchtnisexperiment: Fiir die Mittelwerts-
differenzen der Gruppen ,bildhaft“ und ,strukturell soll der
Standardfehler der Mittelwertsdifferenz geschitzt werden. Die
StichprobengrofBe ist in beiden Verarbeitungsgruppen n; = n, = 50, die
geschitzte Populationsstreuung der bildhaft enkodierenden Gruppe
betrdgt 4,14, die der strukturell verarbeitenden Gruppe 3,16.

i 4,14* 3,162*
6, . = + =0,737
i 50 50

Der Standardfehler der Mittelwertsdifferenz betrdgt also unter der
Annahme der Nullhypothese 0,737. Zusammen mit dem
angenommenen Mittelwert von Null legt die Streuung die Form der
Verteilung fest (Abb. 3.6). Bei groferen Stichproben verkleinert sich
der Standardfehler der Mittelwertsdifferenz (Kap. 2.3).

3.1.3 Die t-Verteilung

Fiir die Bewertung der Auftretenswahrscheinlichkeit einer empirisch
gefundenen Differenz ist ein standardisiertes Mall fiir eine
Mittelwertsdifferenz sehr hilfreich (analog zu den in Kap. 1.4 be-
sprochenen z-Werten). Die Standardisierung der Stichprobenkenn-
werteverteilung erfolgt dhnlich wie bei den z-Werten an ihrer
geschitzten Streuung. Die standardisierten Stichprobenkennwerte
heilen t-Werte, die standardisierten Verteilungen sind die
t-Verteilungen (im Englischen auch ,,Student t“ genannt). Sie
entsprechen nicht ganz der Standardnormalverteilung, sondern sind
schmalgipfliger. Das liegt daran, dass die Form einer t-Verteilung von
den Stichprobengréfien bzw. den Freiheitsgraden der Verteilung
abhéngig ist (siehe die folgenden Abschnitte 3.1.4 und 3.1.5). In einer
t-Verteilung ist die Wahrscheinlichkeit fiir die einzelnen
t-Werte genau ablesbar. Die allgemeine Definition des t-Werts lautet:

empirische Mittelwertsdifferenz - theoretische Mittelwertsdifferenz

t =
« geschitzter Standardfehler der Mittelwertsdifferenz
formal: ty = (X =%X5) = (1 —1y)
Ox,-%,



Der t-Test

Der t-Test findet in den meisten Fillen als Nullhypothesen-
signifikanztest Anwendung. Diesem t-Test liegt die Annahme zu
Grunde, dass die Populationsmittelwerte der beiden zu ver-
gleichenden Gruppen identisch sind. Die theoretische Mittelwerts-
differenz unter der Nullhypothese ist p; - p, = 0 und kann bei der
Berechnung weggelassen werden. Die vereinfachte Formel lautet:

tar :@

X1—X3

Der t-Test kann auch zur Testung anderer Hypothesen als der Nullhypothese dienen,
in denen von einem in den Populationen vorhandenen Unterschied in den
Mittelwerten ausgegangen wird. In einem solchen Fall wiére die theoretische
Mittelwertsdifferenz groer Null. Allerdings wird der t-Test nur sehr selten in dieser
Form verwendet. Deshalb findet sie hier keine weitere Beachtung.

Die obige Formel ermoglicht unter Kenntnis der entsprechenden
Streuung die Umrechnung einer empirischen Mittelwertsdifferenz in
einen t-Wert. Anhand der t-Verteilung kann einem empirischen
t-Wert eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden, mit der exakt
dieser oder ein groBerer t-Wert unter der Annahme der Nullhypothese
auftritt. Die Auftretenswahrscheinlichkeit eines positiven t-Werts
entspricht dem Anteil der Fliche unter der Kurve, den der t-Wert
nach rechts abschneidet (Abb. 3.7). Die Wahrscheinlichkeit der
verschieden t-Werte enthilt Tabelle B im Anhang. Dort findet sich
auch eine ausfiihrliche Beschreibung fiir die Benutzung aller Tabellen
sowie fur die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit negativer t-Werte.

3.1.4 Die Freiheitsgrade einer t-Verteilung

Die exakte Form der t-Verteilung ist trotz der Standardisierung
weiterhin vom Stichprobenumfang abhingig und deckt sich aus
diesem Grunde nicht exakt mit der z-Verteilung. Der Unterschied
zwischen diesen Verteilungen ist dadurch zu erkldren, dass in die
Berechnung des t-Werts nicht einer, sondern zwei erwartungstreue
Schitzer fiir Populationsparameter eingehen: die empirische
Mittelwertsdifferenz  und der geschitzte Standardfehler der
Mittelwertsdifferenz (In der Formel zur Berechnung der z-Werte ist
die Streuung kein Schitzer der Populationsstreuung, sondern bezieht
sich direkt auf die Population, siche Kap. 1.4.). Leider liefert aber
eine Formel mit =zwei erwartungstreuen Schitzern kein

Definition des t-Werts unter der
Nullhypothese

Abb. 3.7. Wahrscheinlichkeit eines
t-Werts in einer t-Verteilung

f(x)

P(term)

Die Form der t-Verteilung ist von ihren
Freiheitsgraden abhangig.
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Was ist der t-Test?

Abb. 3.8. Formen von t-Verteilungen in
Abhangigkeit von ihren Freiheitsgraden
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Abb. 3.9. Wahrscheinlichkeit eines
t-Werts in Abhangigkeit der
Freiheitsgrade

) Standardnormal-

verteilung

t-Verteilung
mit df = 1

\

Bei einer geringen Anzahl von
Freiheitsgraden sind grof3e t-Werte unter
der Nullhypothese wahrscheinlicher.
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erwartungstreues Ergebnis mehr. Mathematisch geht die t-Verteilung
erst bei n = w in eine z-Verteilung iiber, bei n < o ist die t-Verteilung
schmalgipfliger und flacher als eine z-Verteilung und néhert sich im
Vergleich zur Standardnormalverteilung langsamer asymptotisch der
x-Achse an. Die Freiheitsgrade der gefundenen Mittelwertsdifferenz
erlauben eine genaue Beschreibung der zu verwendenden
t-Verteilung. Sie werden in dem hier besprochenen t-Test durch
folgende Formel berechnet:

df =1n + n, — 2
In Abbildung 3.8 sind t-Verteilungen mit verschiedenen
Freiheitsgraden  eingetragen  (Abbildung mit  freundlicher

Genehmigung entnommen aus Bortz, 2005, S. 81). Bei df = 20
schmiegt sich diese Verteilung schon sehr nahe an die
Standardnormalverteilung an. Bei df = 120 sind die beiden
Verteilungen so gut wie identisch. Es ist deutlich zu sehen, dass die
t-Verteilung umso schmalgipfliger und flacher verlduft und sich umso
zogerlicher an die x-Achse anndhert, je kleiner die Zahl der
Freiheitsgrade ist.

Die Form der t-Verteilung nimmt Einfluss auf die Wahr-
scheinlichkeit, die einem bestimmten t-Wert zugeordnet wird. In
einer t-Verteilung mit wenigen Freiheitsgraden schneidet ein positiver
t-Wert einen groBeren Teil der Flache unter der Kurve nach rechts ab
als bei einer Verteilung mit vielen Freiheitsgraden (siche Abb. 3.9).
Je flacher die t-Verteilung, desto grofler wird also die Auftretens-
wahrscheinlichkeit eines bestimmten t-Werts. Auf der praktischen
Ebene ist deshalb unter Annahme der Nullhypothese eine bestimmte
empirische Mittelwertsdifferenz bei groBen Stichproben unwahr-
scheinlicher als bei kleinen Stichproben. Fiir die Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit eines gefundenen t-Werts miissen also erst die
Freiheitsgrade berechnet werden, um damit die richtige Fldche unter
der Kurve zu erhalten.



Der t-Test

Die Abhingigkeit der Wahrscheinlichkeit eines t-Werts von seinen
Freiheitsgraden wird an einem fiktiven Zahlenbeispiel deutlich: Bei
einer Stichprobengrofle von n; = n, = 20 ergebe sich ein empirischer
t-Wert von tyess) = 2,4. Die Wahrscheinlichkeit, dass genau dieser
oder ein groflerer Wert beim zufdlligen Ziehen zweier Stichproben
dieser GroBe aus einer identischen Population auftritt, liegt nach
Tabelle B im Anhang bei ungefahr 1% (Bitte sehen Sie selbst nach).
Ist die Stichprobengréf3e nur n; = n, = 3, so schneidet derselbe t-Wert
mit entsprechend weniger Freiheitsgraden tye4) = 2,4 einen Flachen-
anteil von ca. 5% ab. Bei kleineren Stichproben ist es also eher
wahrscheinlich, dass bestimmte Mittelwertsdifferenzen zufallig
auftreten, obwohl beide Stichproben aus identischen Populationen
stammen.

Nun ist es moglich, die Wahrscheinlichkeit der empirischen
Mittelwertsdifferenz aus dem Erinnerungsexperiment zu berechnen.
Die Stichproben bestanden aus jeweils 50 Versuchspersonen, die
Anzahl der Freiheitsgrade ist also 98. Nach Einsetzen der
empirischen Mittelwertsdifferenz ~ und dem geschitzten
Standardfehler der Mittelwertsdifferenz (siehe oben) ergibt sich:

3,8
t(ar=o8) :W =35,16
In der Zeile fiir df = 60 ist dieser Wert nicht mehr verzeichnet (siche
Tabelle B). Der letzte verzeichnete t-Wert ist 3,460. Er schneidet
0,05% der Flache ab. Die Wahrscheinlichkeit fiir unseren grofleren
Wert ist also noch kleiner. In der Literatur findet sich folgende
Schreibweise fiir die Angabe der Wahrscheinlichkeit eines so
unwahrscheinlichen empirischen t-Werts:

p <0,001. (bzw.p <.001, in englischsprachiger Literatur)

Nur wenn der p-Wert iiber diesem sehr kleinen Wert liegt, empfehlen wir die Angabe
der exakten Wahrscheinlichkeit wie von géingigen Statistikprogrammen ausgegeben.

3.1.5 Exkurs: Das Konzept der Freiheitsgrade

Die Genauigkeit, mit der Stichprobenwerte Populationsparameter
schétzen, ist von der Anzahl ihrer Freiheitsgrade abhéngig. Dadurch
beeinflussen die Freiheitsgrade auch die Form solcher Verteilungen,
in deren Berechnung geschitzte GroBen eingehen. Freiheitsgrade

Schreibweise fur die Angabe einer
Wahrscheinlichkeit eines t-Werts
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Was ist der t-Test?

werden in den Sozialwissenschaften immer wieder gebraucht, da die
verwendete Statistik hauptsidchlich mit Populationsschitzern arbeitet.
Der genaue mathematische Einfluss der Freiheitsgrade hat an dieser
Stelle keine groe Bedeutung und findet daher keine genaue
Erorterung. Wichtig ist vielmehr ein Verstindnis des dahinter
stehenden Konzepts.

Die Freiheitsgrade geben an, wie viele Die Anzahl der Freiheitsgrade gibt an, wie viele Werte in einer

Werte frei variieren kénnen. Berechnungsformel frei variieren diirfen, damit es zu genau einem
bestimmten Ergebnis kommt. So erlaubt eine Summe mit n Sum-
manden die freie Wahl von n - 1 Summanden, d.h. nur ein Summand
ist aufgrund des Ergebnisses festgelegt. Beispiel: In der Gleichung
X1 + X + X3 = 15 konnen fiir x; und x, beliebige Zahlen eingesetzt
werden, (z. B. 10 und 2), x; ist damit allerdings bereits bestimmt:
10 +2 +x3=15 < x3 =15 - 12 = 3. Die Berechnung der Varianz aus
Kapitel 1.3.2 erfolgt beispielsweise mit einer einzelnen Summe.
Diese Varianz soll aus Stichprobenwerten die Populationsvarianz
angeben. lhre Schétzung ist von den Freiheitsgraden abhingig,
deshalb steht in der Formel an der Stelle des n eine n - 1 zur
Korrektur im Nenner. Sind in einer Formel Ergebnisse von zwei
Summen bereits festgelegt, so ist die Anzahl der Freiheitsgrade des
Gesamtergebnisses:

df=n1—1+n2—1=n1+n2—2

Auch die Freiheitsgrade einer t-Verteilung folgen diesem Prinzip. In
die Formel zur Berechnung des t-Werts geht der geschétzte
Standardfehler der Mittelwertsdifferenz mit ein. Sie berechnet sich
aus zwei geschitzten Varianzen. Jede einzelne Varianz hat die
Freiheitsgradzahl n - 1, insgesamt kénnen alson; -1 +n, — 1 =n; + n,
— 2 Werte frei variieren. Komplizierter wird es, wenn sehr viele
Ergebnisse von Summen bereits feststehen, wie z.B. in der folgenden
2 x 3 Matrix (Tab. 3.1). Die angegebenen Zahlen sind die Ergebnisse
der Summen, die sich spalten- und zeilenweise ergeben sollen.

L. . X11 X12 X13 20

Tabelle 3.1. Matrix, in der die Summen
der Werte bereits festgelegt sind X321 X22 X23 5
10 12 3 25
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In diesem Fall konnen z.B. x;; und x;, frei gewidhlt werden, alle
anderen x;; sind dann durch die Ergebnisse bereits festgelegt. Eine
solche Matrix hat (p - 1) - (q - 1) = 2 Freiheitsgrade. Diese Art von
Matrizen ist an dieser Stelle noch nicht von entscheidender
Bedeutung. Wir kommen aber bei der Besprechung der
Varianzanalyse (Kap. 5, 6 und 7) und der y*-Verfahren (Kap. 9) auf
sie zurlick.

Durch den obigen Abschnitt sollte deutlich geworden sein, dass eine
Betrachtung der Stichprobengrofle zur Bestimmung ihres Einflusses
allein nicht ausreicht. Auch wenn der Unterschied zwischen
Freiheitsgraden und Stichprobengrofe im Einzelfall nicht besonders
grof} ist, konnen durch die Art der Rechenoperation bei gleichen
Stichprobengrofen unterschiedliche Freiheitsgradzahlen entstehen.

3.1.6 Bewertung des t-Werts

»Ein t-Wert schneidet einen gewissen Prozentsatz der Flache einer
t-Verteilung ab.” Wie ist eine solche Aussage beim Nullhypothesen-
signifikanztest zu bewerten? Die Nullhypothese nimmt an, dass der
gefundene Unterschied der Mittelwerte zufillig zustande gekommen
ist und die Stichproben aus zwei Populationen mit identischem
Mittelwert stammen. Unter dieser Annahme errechnet der t-Test eine
Wabhrscheinlichkeit fiir das Auftreten der gefundenen oder einer
groBBeren Differenz, die z.B. p = 0,03 betrigt. Welche Schluss-
folgerungen ergeben sich aus diesem Ergebnis?

Der errechnete Wert von 3% bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit Die Wahrscheinlichkeit eines t-Werts gibt
fiir das Finden einer solchen oder einer groBeren Differenz beim dartiber Auskunft, ob die zu Grunde
Ziehen von Stichproben aus einer identischen Population sehr gering gsléargr:?crl:ltullhypothese eher richtig ist

ist. Natiirlich ist diese Differenz moglich, sie ist aber sehr

unwahrscheinlich. Wenn die Differenz unter Annahme der

Nullhypothese sehr unwahrscheinlich ist, so trifft moéglicherweise die

Annahme selbst gar nicht zu.

Wenn die Annahme der Nullhypothese falsch ist und der Unterschied
nicht auf Zufall beruht, dann muss die gefundene Mittelwerts-
differenz auf einem systematischen Unterschied zwischen den beiden
Gruppen beruhen. Die Stichproben stammen dann nicht aus Popula-
tionen mit identischen, sondern mit verschiedenen Mittelwerten.
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Ist die Wahrscheinlichkeit eines t-Werts
sehr klein, so wird die Nullhypothese
abgelehnt.

Die Entscheidungen mit Hilfe eines
t-Tests sind nie zu 100% sicher.

Die Wahrscheinlichkeit, die Null-
hypothese abzulehnen, obwohl sie in
Wirklichkeit gilt, heilt a-Fehler oder
Fehler 1. Art.
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Der t-Wert erlaubt mit Hilfe der ihm zugeordneten Wahrscheinlich-
keit eine Entscheidung dariiber, ob die Annahme der Nullhypothese
eher falsch ist. Ergibt der Nullhypothesensignifikanztest eine sehr
geringe Wahrscheinlichkeit, so ist eine Ablehnung der Nullhypothese
moglich: Der gefundene Unterschied zwischen zwei Gruppen beruht
nicht auf Zufall, sondern es existiert ein systematischer Effekt. Das
bedeutet, die beiden betrachteten Stichproben bzw. Gruppen stammen
nicht aus identischen, sondern aus verschiedenen Populationen. Die
zu Grunde liegenden Populationen haben also nicht den gleichen,
sondern verschiedene Mittelwerte. Diese Entscheidung ist allerdings
nie zu 100% sicher, denn jede empirische Mittelwertsdifferenz ist
prinzipiell auch unter der Nullhypothese moglich.

Anmerkung: Das bisherige Konzept gestattet nur zu priifen, ob die Nullhypothese

eher falsch und ihre Ablehnung gerechtfertigt ist. Fiir eine empirische Bestitigung
der Nullhypothese ist das Heranziehen der Teststirke notwendig (Kap. 3.4.1).

In dem Vergleich der Gruppen "bildhaft"-"strukturell" ergibt sich
unter Annahme der Nullhypothese eine sehr geringe Wahrschein-
lichkeit fiir das Auftreten der gefundenen Differenz von 3,8. Der
Unterschied in der Anzahl der erinnerten Worter ist also vermutlich
nicht zufillig entstanden, sondern es liegt ein systematischer Effekt
vor. Dieses Ergebnis spricht fiir die Hypothese, dass bildhaftes
Material besser erinnert wird (siehe Einfithrung).

3.1.7 Entwicklung eines Entscheidungskriteriums

Ist eine ermittelte Wahrscheinlichkeit von 3% grof3 oder klein? Die
gefundene Differenz ist trotz einer geringen Wahrscheinlichkeit
moglich, die Nullhypothese kann weiterhin zutreffen. Das Ablehnen
der Nullhypothese konnte deshalb ein Fehler sein. Dieser Fehler heif3t
o-Fehler oder auch Fehler 1. Art. Der o-Fehler beschreibt den
folgenden Fall: die Nullhypothese wird abgelehnt, obwohl sie in
Wirklichkeit gilt. Die empirische a-Fehler-Wahrscheinlichkeit
entspricht der Auftretenswahrscheinlichkeit des errechneten t-Werts
unter der Nullhypothese.

Die entscheidende Frage fiir das Finden eines Entscheidungs-
kriteriums lautet also: Welche Wabhrscheinlichkeit einer Fehlent-
scheidung ist bei Ablehnung der Nullhypothese tolerierbar? Zur
Beantwortung dieser Frage ist die Festlegung einer kritischen
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a-Fehler-Wahrscheinlichkeit erforderlich, die eine Grenze fiir die
Ablehnung der Nullhypothese bildet. Eine solche Entscheidungs-
grenze heilit Signifikanzniveau oder auch o-Fehler-Niveau. Ist die
errechnete  Auftretenswahrscheinlichkeit der Mittelwertsdifferenz
kleiner als das Signifikanzniveau, so erfolgt die Ablehnung der
Nullhypothese. Das Ergebnis wird als signifikant bezeichnet.

Die Festlegung eines Signifikanzniveaus erlaubt bei Beachtung der
Freiheitsgrade die Bestimmung eines kritischen t-Werts. Mit dessen
Hilfe ist es moglich, den empirischen t-Wert direkt zu bewerten: Ist
der empirische t-Wert groBer als der kritische t-Wert, so wird die
Nullhypothese verworfen und stattdessen angenommen, dass es einen
systematischen Unterschied zwischen den untersuchten Gruppen gibt.

Es besteht auch die Moglichkeit, dass ein Forscher sich gerade fiir
eine negative Differenz zwischen den beiden betrachteten Gruppen-
mittelwerten interessiert bzw. die Differenz so gebildet hat, dass eine
negative Differenz resultiert, wenn seine Hypothese zutrifft. In
diesem Fall liegt auch der kritische t-Wert im negativen Bereich. Der
empirische t-Wert muss hier noch weiter im negativen Bereich liegen,
also kleiner als der kritische t-Wert sein. Eine Moglichkeit dieses
Problem zu umgehen besteht darin, die absoluten Betrége der t-Werte
zu betrachten. Davor muss jedoch sichergestellt werden, dass die
Gruppen sich in der erwarteten Richtung unterscheiden. Der
empirische t-Wert hat in diesem Fall dasselbe Vorzeichen wie der
kritische t-Wert. Trifft dies zu, so ist ein empirisches Ergebnis immer
dann statistisch signifikant, wenn der Betrag des empirischen t-Werts
grofer ist als der Betrag des kritischen t-Werts.

Die Wahl des Signifikanzniveaus ist willkiirlich und von inhaltlichen
Uberlegungen abhingig. Je nach Fragestellung kann ein hohes
(liberales) oder ein strenges (konservatives) Signifikanzniveau
sinnvoll sein. Per Konvention liegt es meist bei o = 0,05 bzw. 5%.
Ein auf dem 5%-Niveau signifikantes Ergebnis wird in der Literatur
in der Regel mit einem Stern (*) gekennzeichnet, ein auf dem 1%-
Niveau signifikantes Ergebnis mit zwei Sternen (**).

Obwohl die 5%-Konvention der Signifikanz wichtig und verbreitet
ist, bleibt es eine willkiirliche Setzung. Fiir eine umfassendere
Ergebnisbeurteilung ist daher der Einbezug der empirischen

Ein t-Wert ist signifikant, wenn seine
Wahrscheinlichkeit kleiner als das
gewahlte Signifikanzniveau a ist.

Ein t-Wert kann fur die Signifikanz-
prifung auch mit einem kritischen t-Wert
tkit verglichen werden.

Ein t-Test ist signifikant, wenn die
empirische Differenz in der erwarteten
Richtung liegt und der Betrag des
empirischen t-Werts grofer ist als der
des kritischen.

Die Wahl des Signifikanzniveaus ist von
inhaltlichen Uberlegungen abhangig.

In den meisten Fallen liegt das
Signifikanzniveau bei o = 0,05 (5%).

Die H6he der empirischen
Wahrscheinlichkeit ist weiterhin
bedeutsam.

....God loves the .06 nearly as much as
the .05...” (Rosnow & Rosenthal, 1989,
S. 1277, American Psychologist)
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Abb. 3.10. Populationen mit
unbekanntem Mittelwert

Lo

Abb. 3.11 . Theoretische Annahme: Die
beiden Populationsmittelwerte sind
gleich.
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Abb. 3.12. Konstruktion einer
Stichprobenkennwerteverteilung von
Mittelwertsdifferenzen unter der
Nullhypothese
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Abb. 3.13. Standardisierung zur
t-Verteilung
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Wahrscheinlichkeit weiterhin ratsam. So ist ein Mittelwerts-
unterschied mit p = 0.06 offensichtlich bedeutsamer als einer mit
p = 0.60. In der Literatur findet sich die Bezeichnung ,,marginal®
signifikant fiir einen solchen statistischen Trend (p < 0.1; Zeichen: 7).

3.1.8 Population und Stichprobe beim t-Test

Die Unterscheidung zwischen Population und Stichprobe ist ein
zentrales Konzept bei allen inferenzstatistischen Verfahren wie z. B.
dem t-Test. Alle diese Verfahren haben das Ziel, mit Hilfe von
Stichprobenwerten moglichst genaue Aussagen iliber Populations-
parameter zu treffen. Der t-Test versucht, anhand einer empirischen
Mittelwertsdifferenz zweier Stichproben auf die GroB3e der Differenz
zwischen zwei Populationsmittelwerten zu schlieBen. Diese beiden
Differenzen sind nicht identisch und diirfen nicht verwechselt
werden. Die Differenz der Populationsmittelwerte ist unbekannt
(Abb. 3.10). Um dennoch eine Aussage iiber sie machen zu konnen,
ist es notwendig, eine theoretische Annahme iiber sie zu treffen.
Diese Annahme wird mit dem empirischen Ergebnis, das als konkrete
Zahl vorliegt, verglichen. Dann wird iberpriift, mit welcher
Wahrscheinlichkeit die getroffene Annahme wahr oder falsch ist.

Die theoretische Annahme ist bei dem hier behandelten t-Test die
Nullhypothese: Die Populationsmittelwerte sind gleich (Abb. 3.11).
Diese Annahme ermoglicht die theoretische Konstruktion einer Stich-
probenkennwerteverteilung unter der Nullhypothese (Abb. 3.12).
Diese Verteilung zeigt die Héufigkeit der moglichen Mittelwerts-
differenzen zweier Stichproben, wenn diese aus zwei Populationen
mit identischem Mittelwert stammen wiirden (vgl. Kap. 3.1.2).

Es folgt die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit der empirischen
Mittelwertsdifferenz unter der Nullhypothese. Fiir diesen Schritt ist
eine Standardisierung der Stichprobenkennwerteverteilung an ihrer
eigenen  Streuung (dem  geschitzten  Standardfehler  der
Mittelwertsdifferenz) erforderlich, da es je nach GroBe der Streuung
unendlich viele Stichprobenkennwerteverteilungen gibt. Diese
Verteilungen unterscheiden sich stark in ihrer Form. Die
Standardisierung fiihrt sie alle auf eine bestimmte Verteilung zuriick,
die t-Verteilung (Abb. 3.13; vgl. z-Werte und Standardnormal-
verteilung Kap. 2.2). Die Wahrscheinlichkeit eines t-Wertes in einer
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t-Verteilung ist bekannt, héngt nur von den Freiheitsgraden ab und ist
in Tabellen verzeichnet (siche Tabelle B im Anhang).

An dieser Stelle folgt der Schluss von der Stichprobe auf die
Population: Ist der empirische t-Wert unter der Annahme der
Nullhypothese sehr unwahrscheinlich, so ist diese theoretische
Annahme {iber die Populationsmittelwerte wahrscheinlich falsch.
Also sind die Populationsmittelwerte wahrscheinlich nicht gleich,
sondern verschieden. Weitere Aussagen sind an dieser Stelle noch
nicht zuldssig. Auch ist weiterhin unbekannt, wie grof3 die Differenz
der Populationsmittelwerte sein konnte. Eine derartige Abschitzung
gestatten erst die in Kapitel 3.3 behandelten EffektstarkenmalRe.

3.1.9 Voraussetzungen fiir die Anwendung eines t-Tests
Fiir den t-Test gibt es drei mathematische Voraussetzungen:

1.)  Das untersuchte Merkmal ist intervallskaliert.

2.)  Das untersuchte Merkmal ist in der Population normalverteilt.

3.) Die Populationsvarianzen, aus denen die beiden Stichproben

stammen, sind gleich (Varianzhomogenitit).
Diese Annahme ist bei der Schitzung der Streuung der Strichproben-
kennwerteverteilung von Bedeutung (sieche Abschnitt 3.1.2).

Sind diese Voraussetzungen erfiillt, so ist das Verfahren des t-Tests
exakt mathematisch ableitbar. Doch Simulationsstudien zeigen, dass
der t-Test auch bei einer Verletzung dieser Voraussetzungen noch
zuverldssige Informationen liefert. Formal heillt das, der t-Test
reagiert robust gegeniiber den Verletzungen (vgl. Bortz, 2005, S. 131
und 141). Um dies sicherzustellen ist es wichtig, dass die Stichproben
der beiden Gruppen anndhernd dieselbe GroBe haben und nicht zu
klein sind (n; = n, > 30). Erst wenn die Stichproben kleiner oder
deutlich unterschiedlich groB3 sind, ist das Ergebnis eines t-Tests bei
Verletzung der Voraussetzungen fehlerhaft. Die Daten miissen in
einem solchen Fall mit einem Priifverfahren ausgewertet werden, das
keine bestimmte Verteilung fiir die Schédtzung von Parametern
voraussetzt. Solche verteilungsfreien Verfahren werden in Kapitel 8
behandelt. Fir den hier dargestellten t-Test flir unabhéngige
Stichproben ist zusétzlich die Unabhéngigkeit der Gruppen
notwendig (flir den Fall abhéngiger Stichproben siehe Kap. 3.5.1.).

Der t-Test reagiert robust gegentber
Verletzungen der Voraussetzungen,
wenn die Gruppen nicht zu klein und
gleich grof} sind.

Beim t-Test flr unabhangige Stichproben
mussen die Werte der Gruppen
voneinander unabhangig sein.
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Was ist der t-Test?

Abb. 3.14. Verteilungen der Mittelwerte
von 200 Stichproben aus einer nicht

normalverteilten Population
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Zusammenfassung

Testen der Voraussetzungen des t-Tests

Das Testen der Voraussetzungen eines t-Tests ist in der
Forschungspraxis eher uniiblich. Das Belegen der Intervallskalen-
qualitit erweist sich als aufwéndig und schwierig (Kap. 1.2). Ein Test
auf Normalverteilung (z.B. Kolmogorov-Smirnov-Test) ist bei
kleinen Stichproben aufgrund der geringen Power nicht zu
empfehlen. Auf eine Verletzung der Normalverteilungsannahme
reagiert der t-Test ohnehin duBerst robust, eine ungefdhre Symmetrie
der Verteilung des Merkmals in der Population reicht aus, um eine
anndhernd normalverteilte  Stichprobenkennwerteverteilung  zu
erzeugen. Dazu geniigen bereits kleine Stichprobengroflen (siehe
Abb. 3.14, Abbildung mit freundlicher Genehmigung entnommen aus
Bortz, 2005, S. 91). In den meisten Féllen geniigt eine grobe,
deskriptive Kontrolle auf Normalverteilung. Aus diesen Griinden
findet nur der Levene-Test der Varianzgleichheit haufiger
Anwendung. Er vergleicht die GroBe der Varianzen der zwei
Gruppen: Der Test wird signifikant, wenn eine Varianz iiberzufillig
groBer ist als die andere. Varianzhomogenitit liegt also bei einem
nicht signifikanten Ergebnis vor (Zur Problematik der Interpretation
nicht-signifikanter Ergebnisse siche Kap. 3.4.1). Sind die Varianzen
signifikant voneinander verschieden, ist eine Freiheitsgradkorrektur
erforderlich, die hier nicht ndher besprochen wird. SPSS liefert die
Ergebnisse des t-Tests einer solchen Korrektur standardméfig mit.

Der t-Test priift, ob eine empirische Mittelwertsdifferenz signifikant ist oder vermutlich auf Zufall beruht. Die
Entscheidung iiber die Signifikanz erfordert die Festlegung eines Signifikanzniveaus vor der Durchfiihrung des
t-Tests. Jenes kennzeichnet die nach Ansicht des Forschers grofite noch akzeptable a-Fehler-Wahrscheinlichkeit.
Das Niveau liegt per Konvention meistens bei 5%.

Um einen t-Wert unter der Annahme der Nullhypothese zu berechnen, wird die Mittelwertsdifferenz der beiden
Stichproben an dem geschétzten Standardfehler der Mittelwertsdifferenz standardisiert. Die t-Verteilung erlaubt
die Zuordnung einer Auftretenswahrscheinlichkeit zu dem empirischen t-Wert unter der Nullhypothese.

Die empirische Mittelwertsdifferenz wird als signifikant bezeichnet, wenn die ermittelte Wahrscheinlichkeit des
t-Werts kleiner ist als der angenommene a-Fehler bzw. der empirische t-Wert im Betrag grofer ist als der Betrag
des kritischen t-Werts. In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit des empirischen t-Werts unter der Nullhypothese
so klein, dass die Nullhypothese abgelehnt wird.
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3.2 Die Alternativhypothese

Die Alternativhypothese ist das Gegenstiick zur Nullhypothese. Sie
nimmt an, dass ein systematischer Unterschied zwischen den beiden
zu vergleichenden Gruppen besteht. Anders gesagt geht sie davon
aus, dass die Populationen, aus denen die Stichproben gezogen
werden, einen unterschiedlichen Populationsmittelwert haben. In
ihrer allgemeinen Form umfasst sie alle moglichen Hypothesen, die
nicht der Nullhypothese entsprechen. Diese Annahme wird formal
wie folgt ausgedriickt:

H,:=H, (d.h., H, ist alles das, was H, nicht ist.)

Welche Ereignisse jeweils der Nullhypothese und welche der
Alternativhypothese zugeordnet werden, héngt davon ab, ob die
Alternativhypothese gerichtet oder ungerichtet formuliert wird. Diese
Entscheidung resultiert allein aus inhaltlichen Uberlegungen. Ein
signifikantes Ergebnis in einem t-Test erlaubt unabhéngig davon
immer die Ablehnung der Nullhypothese. Ob gleichzeitig die
Alternativhypothese angenommen werden darf, hidngt ab von
mehreren Faktoren, z.B. ihrer Richtung und der Teststirke (siche
Kap. 3.4.1).

3.2.1 Ungerichtete Hypothesen

Eine ungerichtete Alternativhypothese nimmt lediglich an, dass die
Differenz der Populationsmittelwerte nicht gleich Null ist. Die
Differenz kann also sowohl kleiner als auch groBer Null sein. Man
spricht von einer zweiseitigen Fragestellung. Die Nullhypothese
beschrénkt sich hier nur auf den Fall, in dem die Differenz g Null ist.
Die korrekte Schreibweise dieses Hypothesenpaares lautet:

Ho: py =, =0
Hpi: p,—p, 20
Anders als der t-Test konnen viele hdufig angewendete statistische
Verfahren ausschlieBlich ungerichtete Alternativhypothesen testen.
Dies trifft auf die Varianzanalyse (Kap. 5, 6 und 7) oder bis auf einen

Spezialfall auf den y>-Test zu (Kap. 9). Das Programm SPSS testet
auch bei der Anwendung des t-Tests immer zweiseitig.

Die Alternativhypothese (H1) nimmt an,
dass sich die untersuchten Gruppen
systematisch unterscheiden.

Allgemeine Definition der
Alternativhypothese (H+)

Ungerichtete Alternativhypothesen
ergeben sich bei zweiseitigen
Fragestellungen.

Hypothesenpaar einer zweiseitigen
Fragestellung
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Abb. 3.15. Zweiseitige Fragestellung

f(x)

o= 0,025 o= 0,025
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Das Signifikanzniveau liegt bei ungerichteten Fragestellungen
ebenfalls meistens bei 5%. Allerdings verdndert die Verwendung von
ungerichteten Fragestellungen die Bestimmung der Signifikanz eines
empirischen t-Werts: Bei zweiseitigen Fragestellungen sprechen
signifikante positive sowie negative t-Werte fiir die Alternativ-
hypothese. Es ist darum nétig, auf jeder Seite der t-Verteilung eine
Entscheidungsgrenze festzulegen. Damit insgesamt das gewiinschte
a-Niveau von 5% erreicht wird, darf der ty; auf jeder Seite nur 2,5%
der Flache abschneiden. Gemeinsam stellen diese Flidchen den
gesamten Ablehnungsbereich der Nullhypothese dar.

Die Signifikanz eines empirischen t-Werts bei einer ungerichteten
Fragestellung lésst sich wie folgt mit Hilfe der t-Tabelle (Tabelle B)
bestimmen: Bei einem Signifikanzniveau von 5% muss die
Auftretenswahrscheinlichkeit des empirischen t-Werts kleiner als
2,5% sein. temp liegt dann in einem der grauen Ablehnungsbereiche
der Abbildung 3.15, das Ergebnis ist signifikant. Die zwei kritischen
t-Werte schneiden jeweils 2,5% nach rechts bzw. links ab. Sie sind
auf Grund der Symmetrie der Verteilung vom Betrag her gleich und
unterscheiden sich nur durch ihr Vorzeichen. Ist der Betrag des
empirischen t-Werts groBer als der des kritischen t-Werts, so ist das
Ergebnis signifikant.

SPSS Dbietet eine andere Moglichkeit an. Die Angabe der
Auftretenswahrscheinlichkeit eines t-Werts bezieht sich automatisch
auf eine zweiseitige Hypothese. Bei einem positiven empirischen
t-Wert wird also nicht nur die Flache berechnet, die dieser Wert nach
rechts abschneidet, sondern gleichzeitig auch der Bereich, den
derselbe negative t-Wert nach links abtrennt. Das bedeutet, dass der
von SPSS ausgegebene zweiseitige p-Wert immer doppelt so grof3 ist
wie der in der t-Tabelle verzeichnete einseitige: poweiseitig= 2 * Peinseitig
Ein empirischer t-Wert ist bei einer ungerichteten zweiseitigen
Hypothese signifikant, wenn die von SPSS angegebene Auftretens-
wahrscheinlichkeit kleiner als 5% ist.

3.2.2 Gerichtete Hypothesen

Aufgrund inhaltlicher Uberlegungen kann in einigen Untersuchungen
bereits die erwartete Richtung der Mittelwertsdifferenz spezifiziert
werden. Es liegt dann eine einseitige Fragestellung vor. In einem
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solchen Fall umfasst die Alternativhypothese alle Differenzen in der
vorhergesagten Richtung. Ist die vorhergesagte Differenz positiv, so
nimmt die Nullhypothese an, dass die Differenz Null oder kleiner
Null ist. In der mathematischen Schreibweise sieht das so aus:

Ho: p, —p, <0
Hi:p,—p, >0

Ein signifikantes Ergebnis bei einer gerichteten Fragestellung spricht
also nur dann fiir eine Annahme der Alternativhypothese, wenn die
Mittelwertsdifferenz in der vorhergesagten Richtung auftritt.

Die aufgestellte Hypothese fiir den Vergleich der Gruppen ,,bildhaft*-
Hstrukturell“ ist eine gerichtete Alternativhypothese. Da die
Versuchspersonen in der Bedingung ,bildhaft“ mehr Worter
erinnerten als in der Bedingung ,strukturell und die ermittelte
Mittelwertsdifferenz signifikant ist, bestitigt das Ergebnis die
Vorhersage.

Die Bestimmung der Signifikanz bei einseitigen Fragestellungen
(Abb. 3.16) mit Hilfe der t-Tabelle ist im Anhang bei den Tabellen
beschrieben. Beim Arbeiten mit SPSS muss die angegebene zwei-
seitige Auftretenswahrscheinlichkeit fiir gerichtete Fragestellungen
halbiert werden. Ist die halbierte Wahrscheinlichkeit kleiner als z.B.
5%, so ist das Ergebnis bei einer einseitigen Hypothese signifikant.
Dies ist nur beim t-Test und wenigen weiteren Spezialfallen moglich.

3.2.3 Vergleich von ein- und zweiseitigen Fragestellungen

Welche Folgen hat die Wahl einer einseitigen oder zweiseitigen
Fragestellung fiir die Signifikanz eines empirischen Ergebnisses? Die
gleiche empirische Mittelwertsdifferenz wird bei einseitigen
Hypothesen leichter signifikant, da bei einer gerichteten Hypothese
der Betrag des kritischen t-Werts kleiner ist bzw. da der
Ablehnungsbereich der Nullhypothese auf einer Seite der Verteilung
grofer ist als bei einer ungerichteten Fragestellung (siche Abb. 3.17).

Hypothesenpaar einer gerichteten
Fragestellung

Abb. 3.16. Einseitige Fragestellung

f(x)

Abb. 3.17. Vergleich der Ablehnungs-
bereiche der Nullhypothese bei ein- und
zweiseitiger Fragestellung

f(x)

o=0,05
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Der systematische Effekt beschreibt den
Unterschied zwischen den Populationen
der untersuchten Stichproben.

64

Die Aufstellung gerichteter Hypothesen sollte also nur vorgenommen
werden, sofern eine zugrunde liegende begriindete und anerkannte
Theorie es zulédsst. Die ist allerdings bei genauerer Betrachtung der
Theorien nur selten gegeben. Hiufig existieren Theorien fiir beide
Richtungen der Mittelwertsdifferenz. In den meisten Féllen sollte
daher zweiseitig getestet werden.

Die allgemeine Vorhersage eines Unterschieds in der mittleren Lauf-
geschwindigkeit zweier Sportlergruppen entspricht einer zweiseitigen
Fragestellung. Fiir n; = n, = 8 und a= 0,05 ergeben sich zwei
kritische t-Werte: tkritl(dfzm) = 2,145 und tkritz(dfzm) = -2,145 (Tabelle B,
Spalte fiir 0,975). Das Ergebnis tge14) = 1,9 ist nicht signifikant
(Poweiseiig < 0,05). Ist die bessere Leistung der einen Gruppe bereits
vorher bekannt oder wird sie auf der Basis einer Theorie
vorhergesagt, so kann die Alternativhypothese auf die Differenzen in
der erwarteten Richtung eingeschrinkt werden. Bei gleichen
Bedingungen ergibt sich (Tabelle B, Spalte fiir 0,95):

tiritar=14= 1,761, tempar=14=1,9 ist signifikant (Peinseitig < 0,05).

3.2.4 Der systematische Effekt

Die Alternativhypothese trifft die Annahme, dass die Stichproben aus
Populationen mit verschiedenen Mittelwerten gezogen werden. Sie
geht von einer Differenz der Populationsmittelwerte aus. Anders
ausgedriickt: Sie nimmt einen systematischen Effekt zwischen den
Populationen an. Erlaubt die empirisch gefundene Mittelwerts-
differenz eine Aussage iiber die GrofBe des Effekts? Ja, denn
Stichprobenkennwerte sind die besten Schétzer fiir Populationswerte,
welche meist nicht bekannt sind. Die empirische Mittelwertsdifferenz
entspricht somit einem geschitzten, unstandardisierten Effekt.

Der Vergleich der Verarbeitungsgruppen im Gedéchtnisexperiment
ergab eine signifikante Mittelwertsdifferenz von 3.8. Der geschétzte
Populationseffekt ist daher ebenfalls 3,8. Unter gleichen
experimentellen Bedingungen erinnern also Gruppen, die bildhaftes
Material bearbeiten, schitzungsweise ca. 4 Worter mehr als Gruppen
der strukturellen Verarbeitungsbedingung. Diese generelle Differenz
ist eine Schatzung fiir die GroBle des systematischen Effekts. Kapitel
3.3 fiihrt ein in die Thematik standardisierter Effektgrofen.
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3.2.5 Die nonzentrale Verteilung

Die Annahme eines Effekts erlaubt die Konstruktion einer
Stichprobenkennwerteverteilung fiir die Alternativhypothese. Diese
Verteilung heillit nonzentrale Verteilung. Die Konstruktion erfolgt
genauso wie die der zentralen Verteilung fiir die Nullhypothese, nur
entstammen die beiden gezogenen Stichproben jetzt unter-
schiedlichen Populationen. Da die Alternativhypothese allgemein alle
Moglichkeiten umfasst, die nicht der Nullhypothese entsprechen,
existieren theoretisch unendlich viele nonzentrale Verteilungen: alle
die, deren Mittelwerte nicht Null betragen (deshalb nonzentrale
Verteilungen). Die Festlegung eines Populationseffekts spezifiziert
die Alternativhypothese und greift eine bestimmte nonzentrale
Verteilung heraus. Diese liegt soweit von Null entfernt, wie es der
Effekt angibt. Auch die nonzentrale Verteilung kann einer empirisch
gefundenen Mittelwertsdifferenz eine Auftretenswahrscheinlichkeit
zuordnen, in diesem Fall also unter der Annahme eines Effekts einer
bestimmten Grofle.

Im Gegensatz zur Verteilung unter der Nullhypothese ist die
nonzentrale Verteilung meist nicht symmetrisch. Der Anschaulichkeit
halber ist die nonzentrale Verteilung in den Abbildungen dieses
Buches trotzdem symmetrisch gezeichnet (z.B. Abb. 3.18). Die Form
bzw. die Schiefe der Stichprobenkennwerteverteilung unter der
Alternativhypothese ist iiber den so genannten Nonzentralitéts-
parameter A (Lambda) bestimmbar. Dieser errechnet sich aus:

A=D02-N

N ist die Anzahl aller Versuchspersonen, also n; + ny; n ist die Anzahl der
Versuchspersonen in einer Bedingung bzw. in einer ,,Zelle des Versuchsplans® (siche
Kap. 6.1, Band II); @2 ist ein Effektstidrkenmal (siehe folgenden Abschnitt 3.3).

Diese Formel ist bei der Konstruktion eines t-Tests (Kap. 3.6) von
entscheidender Bedeutung.

3.3 EffektgroBen

Generell unterscheiden wir Effekte auf zwei Ebenen: Empirische
Effekte, die das Ergebnis einer Untersuchung beschreiben, und
Populationseffekte, die entweder angenommen oder aus den
empirischen Daten geschitzt werden miissen. Die Grofle eines

Abb. 3.18. Die zentrale und die
nonzentrale Verteilung

fx) Effekt

Der Nonzentralitatsparameter A bestimmt
die Form der nonzentralen Verteilung.

65





